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― 複素時間形式の確率過程量子化における Langevin 方程式 ― 

 

長岡正隆 （ Masataka  Nagaoka ）    

 

Ⅰ．序論Ⅰ．序論Ⅰ．序論Ⅰ．序論 

近年、古典的または量子論的な化学反応速度定数の定式化の重要性が、あらためて見直されてきて

いる[1]。コンピュータ技術の発展に呼応して少数自由度系の高精度の計算が飛躍的に進展した[2]一

方で、凝縮系などの多次元性を取り扱う理論はいまだ発展途上にあり、その必要性は日増しに高まっ

ている[3]。特に溶液中の化学反応のような多自由度古典量子結合系に対する量子論的取り扱いにおい

ては、大胆なパラメータ理論や調和振動子近似に基づいた理論が大勢を占めているのが現状であり、

非線形性を直接取り入れた微視的理論の発展が待たれている[3]。一方、物理学において、正準量子化

と経路積分量子化に続いて、近年注目されてきた確率過程量子化[4-8]は、運動方程式に基礎をおいて

いる点で、多自由度系を取り扱う手法として新しい未知の可能性をもっている。本論文では、有限温

度における経時過程である化学反応系の量子論的取り扱いを確率過程量子化の枠組みで展開すること

を試みる。化学反応速度定数の確率過程量子化に基づく定式化では、ミンコフスキー型の確率過程量

子化で現れる複素型ランジュバン方程式による定式化[7b]に類似して、実時間と温度情報とをまとめ

て表現する複素時間形式での複素型ランジュバン方程式が導出される。 

本論文では、まず第 II 章では量子力学的化学反応速度定数の定式化と確率過程量子化の説明をした

後、複素時間形式の複素型ランジュバン方程式を用いたその拡張理論を展開する。次に第 III 章では

本理論の実際的応用として調和型ポテンシャルを採用して、オイラースキームに基づく差分化により

数値計算を実行し、本理論の検証と数値計算上の問題点を議論する。最後に第 IV 章では全体のまとめ

と結論をのべて今後の展望について触れる。 

 

Ⅱ．理論Ⅱ．理論Ⅱ．理論Ⅱ．理論 

ⅡⅡⅡⅡ----１．量子力学的化学反応速度定数１．量子力学的化学反応速度定数１．量子力学的化学反応速度定数１．量子力学的化学反応速度定数 

量子力学的遷移状態理論によると絶対温度Tにおける熱的化学反応速度定数k(T )は次式で与えら

れる[9]。 

 k(T ) = QR
−1 dtC f (t)0

∞

∫  (1) 

ただし、QRは反応系における単位体積あたりの分配関数、Cf (t)は流速自己相関関数で次式で定義さ



 

 2 

れる[9]。 

 Cf (t) = Tr F exp(it c* H /h)F exp(−it c H /h)[ ] (2) 

 
  

=
h

2m
 
 

 
 

2 ∂ 2

∂x f∂xi
|< x f | exp(−it c H /h) | xi >|2 −4 ∂

∂xi
|< x f | exp(−it cH /h) | xi >|2

  

 
   

  
  (3) 

ここで複素時間 t cは 

 
  
tc = t − i

hβ
2

= t R + tI
 (4) 

で定義した[10]。ただし  hをディラック定数（= h / 2π）、kBをボルツマン定数としてβ =1/kBTと

おいた。また流速演算子Fは 

 F =
1
2

δ (x)
p
m

+
p
m

δ(x) 
 

 
 
 (5) 

で定義される。従って、(3)式において遷移振幅 

 < x f t
c | xi 0 >=< x f | exp(−it c H /h) | xi > (6) 

が計算できれば化学反応速度定数(1)は求まることになる。 

 

ⅡⅡⅡⅡ----２．確率過程量子化２．確率過程量子化２．確率過程量子化２．確率過程量子化    

ⅡⅡⅡⅡ----２２２２----１．経路積分１．経路積分１．経路積分１．経路積分    

量子力学的状態Ψ(x,t )の時間発展はプロパゲータK(x f t f ; xi ti )を用いて 

 Ψ(x f ,t f ) = K(x f t f ;xi ti )∫ Ψ(xi ,ti )dxi  (7) 

の様に表される[11-13]。通常の解釈によるとK(x f t f ; xi ti )は時刻 t iに位置 xiにいた粒子が時刻 t f に位

置 x f へ移動する確率遷移振幅である。したがって 

 P(x f t f ; xi ti ) = K(x f t f ; xiti )
2
 (8) 

は粒子が時刻 t f に位置 x f で観測される確率を表す。いまプロパゲータK(x f t f ; xi ti )の経路積分表示を

得るために、あらためて 

 K(x f t f ;xi ti ) ≡< x f t f | xi ti > (9) 

と書き、ti(= t0 )と t f (= tn+1)との時間間隔を(n+1)の等間隔∆t(= (t f + ti )/(n +1))に分割すると次式を

得る。 

 
  
< x f t f | xi ti >= L∫ dx1∫ dx2 Ldxn < x f t f | xntn >< xntn | xn−1tn−1 >L < x1t1 | xi ti > (10) 
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ここで積分は全ての可能な”トラジェクトリ”にわたってとられる。これらは通常のトラジェクトリ

とは違い、各々のセグメント< x j tj | x j −1t j−1 >をさらに小さなセグメントに再分割してもよいので、導

関数は存在しえない。実際これらの経路はマルコフ連鎖を形作る。通常の手続きに従って最終的にプ

ロパゲータは 

 

  

< x f t f | xi ti >= lim
n→∞

m
ih∆t

 
 

 
 

(n+1)/ 2

dxj exp
i∆t
h

m
2

x j +1 − x j

∆t
 
 
  

 
−V

 

  
 

  0

n

∑
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n

∏∫  (11) 

となり、連続極限をとると 

 
  
< x f t f | xi ti >≡ N Dx∫ exp

i
h

S 
 

 
 
 (12) 

を得る。ここで、作用積分Sは 

 S ≡ dt∫ L (13) 

とする。ただし Lは古典的ラグランジュアンである。 

ⅡⅡⅡⅡ----２２２２----２．ユークリッド型確率過程量子化（虚時間形式または実温度形式）２．ユークリッド型確率過程量子化（虚時間形式または実温度形式）２．ユークリッド型確率過程量子化（虚時間形式または実温度形式）２．ユークリッド型確率過程量子化（虚時間形式または実温度形式）    

時間発展プロパゲータの経路積分表示に現れる指数関数測度は、指数部分が純虚数のため激しく振

動するため収束に疑問がある。そのため時間変数を実時間 t から虚数時間−itに置き換えてから計算し、

最後に逆変換して物理量（相関関数など）を求めるという手続き（ユークリッド化）をとることが多

い[11-13]。この虚時間形式を採用するとプロパゲータは次式となる。 

 < x f t f | xi ti >≡ N Dx∫ exp −
1
h

SE
 
 

 
 
 (14) 

ここではユークリッド型ラグランジュアン LEを用いてユークリッド型作用積分SEを 

 SE ≡ dt∫ LE (15) 

で定義した。またこの形式は統計力学におけるボルツマン演算子の期待値とも同一視できるため、密

度行列そして分配関数を求める方法としても利用することができる[13]。 

確率過程量子化においても、まずユークリッド形式での定式化がなされた[4,6a]。そのとき通常の

時間変数 t の他に新しく”時間変数τ（仮想時間）”を導入し、力学量がτ についてウィナー型のブラ

ウン運動をするとして、ランジュヴァン方程式 

 
∂x(t,τ )

∂τ
= − δSE

δx
 
  

 
  x =x( t ,τ )

+ η(t,τ ) (16) 

を設定する。ここで、η(t,τ )はガウス型白色ランダム力であり、集団平均<L >ηについて 
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 < η(t,τ ) >η = 0  (17) 

 < η(t,τ )η(t' ,τ ' ) >η = 2hδ(t − t' )δ(τ −τ ' )  (18) 

を満たすものとする。もしランジュバン方程式(16)に対応するフォッカー・プランク方程式 

 
  

∂P(x,τ )
∂τ

= h
δ
δx

δ
δx

+
1
h

δSE

δx
  
 

 
 P(x,τ ) (19) 

の解、すなわち確率分布関数P(x,τ )が、τについての長”時間”極限において”熱”平衡分布Peq (x)

を与えるならば 

 
  
Peq (x) = exp −

1
h

SE
 
 

 
 

/ Dx∫ exp −
1
h

SE
 
 

 
 
 (20) 

となる。これは経路積分における測度に他ならない[4,6a]。 

ⅡⅡⅡⅡ----２２２２----３．ミンコフスキー型確率過程量子化（実時間形式または虚時間形式）３．ミンコフスキー型確率過程量子化（実時間形式または虚時間形式）３．ミンコフスキー型確率過程量子化（実時間形式または虚時間形式）３．ミンコフスキー型確率過程量子化（実時間形式または虚時間形式）    

実時間で直接定式化するミンコフスキー型確率過程量子化では、対応するランジュヴァン方程式は 

 
∂z(t,τ )

∂τ
= i δSM

δz
 
  

 
  x =x (t,τ )

+ η(t,τ ) (21) 

となる。SMはミンコフスキー型作用積分（(13)のSと等しい）であり、ランダム力はユークリッド型

の場合と同様に実数であるとする。注意すべき点は、複素型ランジュヴァン方程式(21)においては、

本来実数であった座標変数 xが仮想時間τ にともなう”時間”発展により虚部をもつようになる点で
ある[7]。したがって、複素ランジュヴァン方程式 (21)は二つの実変数 x、 yを用いて次のように書

き換えられる。 

 
∂x(t,τ )

∂τ
= −Im δSM

δz
 
  

 
  x =x ( t,τ )

+η (t,τ ) (22) 

 
∂y(t,τ )

∂τ
= −Re δSM

δz
 
  

 
  x= x (t ,τ )

 (23) 

しかし積分操作終了後に０におく無限小正数εを複素ドリフト力に導入することにより、この場合に
も(21)は二実変数の実確率分布関数P(x,y;τ )がτ → ∞の極限で平衡分布 Peq (x, y)をもつことが示さ

れており、経路積分表示での期待値が計算できる[7]。 

 < F(z) >≡ DxDyF(x + iy)Peq∫ (x, y)  

 = DxF(x)Peq∫ (x)  (24) 

 =< F(x) > (25) 
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ここでFは zの汎関数である。 
ⅡⅡⅡⅡ----２２２２----４．複素型確率過程量子化（複素時４．複素型確率過程量子化（複素時４．複素型確率過程量子化（複素時４．複素型確率過程量子化（複素時間形式または複素温度形式）間形式または複素温度形式）間形式または複素温度形式）間形式または複素温度形式） 

一般に複素時間形式の経路積分は中間座標変数{ xi}を実数に制限した場合、障壁透過問題に関連し

て複素積分経路に独立な経路積分として定式化できる[14]。これは例えば化学反応の量子力学的速度

定数の評価に適用されてきた[15]。このとき遷移振幅は、 

 
  

< x f t f
c | xi ti

c >= lim
n→∞

m
ih∆t c
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dx j ⋅exp
i∆t c
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∏∫  (26) 

 
  
= N Dx exp

i
h

S1
c   
   x ∈ P (x f ,tc |xi ,0)∫  (27) 

で与えられる。ここで 

 P(x f , t
c | xi ,0) = x(⋅) : ray → R | x(0) = xi , x(t c ) = x f{ } (28) 

であり、S1
cは複素時間形式での作用積分 

 S1
c = ds c m

2
dx
dsc

 
 

 
 

2

− V
 

  
 

  Γ∫  (29) 

を表し、複素時間積分は例えば図１のコントアΓに関して実行されるとする。 

しかしながら確率過程量子化の枠組みで、その複素時間形式のランジュバン方程式 

 
∂z(t,τ )

∂τ
= i δS2

c

δz
 

  
 

  x= x( t,τ )

+η (t,τ ) (30) 

 

 

    

h

Im sc

Re sc

複素時間平面

・t
c (=t-iβ  /2

0

Γ
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 図１、複素時間平面上での図１、複素時間平面上での図１、複素時間平面上での図１、複素時間平面上での rayrayrayray の分割の分割の分割の分割 

を用いて定式化することを考えると、必然的に複素経路が現れる[7b,10]。これはミンコフスキー型確

率過程量子化の場合と同様である[7b]。ただし、(30)式においてS2
cは次式で定義される複素時間形式

での作用積分 

 S2
c = ds c m

2
dxc

ds c

 
 
  

 

2

− V
 

 
 

 

 
 Γ∫  (31) 

を表し、今の場合、コントアΓを 

 Γ = s c = sc (s) | s ∈ [0,1], sc (0) = 0,s c(1) = tc{ } (32) 

のように一つの媒介変数で表示すると 

 S2
c = ds

m
2CT

dxc

ds
 
 
  

 

2

− CTV
 

 
 

 

 
 0

1

∫  (33) 

とかける。特に以下では、 

 s c ≡ s ⋅CT  (34) 

かつ 

 
  
CT = t − i

hβ
2
 (35) 

とおいた。 

 

 

 

Im sc

Re sc

複素時間平面

・tc

0

Γ

t

-βh/2-

s=0

s=1

 

 図２、経路積分に対する複素時間コントアΓ図２、経路積分に対する複素時間コントアΓ図２、経路積分に対する複素時間コントアΓ図２、経路積分に対する複素時間コントアΓ 
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以上の結果より、複素オイラー微分を 

 
δS2

c

δz
= −CT

∂V c

∂z
−

m
CT

∂ 2z
∂s 2  (36) 

と定義すると、複素時間型の確率過程量子化法における連立したランジュバン方程式 

 
  

∂xR

∂τ
=

hβ
2

m
CT

2
∂ 2 xR

∂T 2 −
∂VR

∂xR

  

 
 

 

 
 + t

m
CT

2
∂ 2 xI

∂T 2 +
∂VI

∂xR

  

 
 

 

 
 + η (τ )  (37) 

 
  

∂xI

∂τ
=

hβ
2

m
CT

2
∂ 2 xI

∂T 2 −
∂VI

∂xR

  

 
 

 

 
 − t

m
CT

2
∂ 2 xR

∂T 2 +
∂VR

∂xR

  

 
 

  

  
  (38) 

が得られる。 

このとき遷移振幅は複素中間座標を用いて定義された次式 

 
  
< x f t f

c | xi ti
c >= L∫ dx1

c∫ dx2
c
Ldxn

c < x f t f
c | xn

ctn
c >< xn

ctn
c | xn−1

c tn−1
c >L< x1

ct1
c | xiti

c > (39) 

で評価して得られることになる。この方法に従うと経路積分を評価する複素経路を発生させる際に直

接虚数単位を扱うことなしに第I章で化学反応速度定数を計算するのに必要になった遷移振幅(6)を求

めることができる。特に実時間に沿ったダイナミクス情報と温度に沿った情報とが(37)と(38)を連立

して解くことから、自然に影響しあうため、よく知られた実時間に沿った振動的な振る舞いが、温度

に沿った減衰的な振る舞いによって押さえられる可能性が期待できる。今後、実中間座標を使った

Makri らの研究[15]との関連や(37)と(38)に対応するフォッカー・プランク方程式の解として“平衡”

分布の存在性の証明[16]などが課題として残されている。 

 

Ⅲ．適用Ⅲ．適用Ⅲ．適用Ⅲ．適用 

 実際に、複素時間型確率過程量子化の枠組みで遷移振幅(6)を評価することの数値的な可能性を調べ

るために、オイラースキームを用いて連立ランジュヴァン方程式を解くことを考える[17]。本研究で

は、遷移振幅(6)に対して解析解が得られる調和型ポテンシャル 

 V(x) =
1
2

mω2 x 2 (41) 

をもつモデル系を選んだ[8,13]。ここでmは対象となる量子力学的粒子の質量で、今の場合、水素原

子を例にとり、1.673 x1024 (g) とする[8,18-21]。また、ω は角振動数で同じく 4.000x1014 (sec)

である[8,18-21]。 
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表 1に 300(K)における遷移振幅と遷移確率を示した。時間 0.10、1.00、10.0(fs)の三つの場合につ 
                 表１　調和振動子の遷移確率の時間変化と温度依存性(1)                 表１　調和振動子の遷移確率の時間変化と温度依存性(1)                 表１　調和振動子の遷移確率の時間変化と温度依存性(1)                 表１　調和振動子の遷移確率の時間変化と温度依存性(1)

      時間 データ                遷移振幅      遷移確率
(/x D-15 sec)   実部 (/x D8)  虚部 (/x D6)      (/x D8)

               300 (/K)

0.10 No.3-1 0.6186 41.7025 0.7460
No.3-2 0.5758 53.9438 0.7890
No.3-3 0.8821 35.2032 0.9497
No.3-4 0.5807 31.9656 0.6629
No.3-5 0.6766 45.8406 0.8173
No.3-6 0.6472 38.4410 0.7527
No.3-7 0.7295 44.4377 0.8542
No.3-8 0.7036 34.2809 0.7827
No.3-9 0.4442 36.1282 0.5726
No.3-10 0.8784 35.9984 0.9493
平均値 0.6737 39.7942 0.7876
解析値 0.3522 -0.7045 0.3523

1.00 No.3-11 0.5996 39.6936 0.7191
No.3-12 0.5489 52.8945 0.7623
No.3-13 0.8780 33.7926 0.9408
No.3-14 0.5706 28.3579 0.6372
No.3-15 0.6630 45.2385 0.8026
No.3-16 0.6349 35.6242 0.7281
No.3-17 0.7173 43.1892 0.8372
No.3-18 0.7060 32.6809 0.7780
No.3-19 0.4321 33.3669 0.5460
No.3-20 0.8728 34.2437 0.9375
平均値 0.6623 37.9082 0.7689
解析値 0.3452 -6.9989 0.3523

10.00 No.3-21 -0.1634 -0.6606 0.1635
No.3-22 0.1243 -0.1380 0.1857
No.3-23 -0.5874 -0.6154 0.5874
No.3-24 -0.1323 11.3964 0.1746
No.3-25 0.0957 -37.9300 0.3912
No.3-26 -0.2072 1.0476 0.2075
No.3-27 -0.1674 -29.2376 0.3369
No.3-28 -0.3575 -43.1330 0.5602
No.3-29 -0.1020 -4.2834 0.1106
No.3-30 -0.5257 -0.0518 0.5257
平均値 -0.2023 -10.3606 0.3243
解析値 0.1466 32.0304 0.3523  
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                表２　調和振動子の遷移確率の時間変化と温度依存性(2)                表２　調和振動子の遷移確率の時間変化と温度依存性(2)                表２　調和振動子の遷移確率の時間変化と温度依存性(2)                表２　調和振動子の遷移確率の時間変化と温度依存性(2)

      時間 データ                遷移振幅      遷移確率
(/x D-15 sec)   実部 (/x D8)  虚部 (/x D6)      (/x D8)

600  (/K)

0.00 No.6-1 1.3408 19.1233 1.3544
0.00 No.6-2 1.3766 17.7216 1.3879

解析値 1.2621 0.0000 1.2621
1.00 No.6-3 1.2898 0.8257 1.2898

No.6-4 1.5229 -9.5787 1.5259
解析値 1.2352 -25.3229 1.2609

2.00 No.6-5 1.1903 -14.1661 1.1987
解析値 1.1572 -49.3460 1.2580

10.00 No.6-6 0.2146 -10.6097 0.2394
解析値 0.5268 114.1932 1.2576

1200  (/K)

0.00 No.12-1 2.4687 3.0958 2.4689
解析値 2.4769 0.0000 2.4769

1.00 No.12-2 2.3401 -46.8714 2.3866
No.12-3 2.5850 -44.0819 2.6223
解析値 2.3792 -55.6331 2.4434

2.00 No.12-4 2.0412 -85.0188 2.2112
解析値 2.1466 -100.7978 2.3715

10.00 No.12-5 0.3819 -106.7446 1.1337
解析値 1.0639 210.7606 2.3609  

 

いてそれぞれ 10 組の疑似乱数を用いて計算した値とその平均値を解析値と共にのせた。10.0(fs)に対

する遷移確率の平均値 3.243x107は解析値 3.523x107によく一致していることが分かる。一方、遷移振

幅の実部と虚部については両方とも絶対値としては同オーダーであるが符号が違っている。0.10 と

1.00(fs)に対しては、ほぼ同じ傾向で、遷移確率の平均値は解析値の約二倍になっている。遷移振幅

は実部についてはオーダーと符号とも解析値と合っているが、虚部についてはどちらも合っていない。 

同様に表 2には 600 と 1200 (K)における遷移振幅と遷移確率を、時間 0.10、1.00、10.0(fs)の三つ

の場合について、それぞれ一組あるいは二組の疑似乱数を用いて計算した値とその平均値を解析値と

共にのせた。600(K)と 1200(K)のどちらの温度でも 0.00(fs)での遷移振幅と遷移確率は解析値によく

合っている。本来 0.00 になるべき虚部が有限値をとってしまうことは複素時間形式で数値評価すると



 

 10 

きに生じる統計誤差の範囲内であると考えられる。両温度とも時間が 1.00、2.00、10.0(fs)と大きく

な 
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図３、遷移確率の絶対誤差の時間温度依存性図３、遷移確率の絶対誤差の時間温度依存性図３、遷移確率の絶対誤差の時間温度依存性図３、遷移確率の絶対誤差の時間温度依存性 

 

るにつれて遷移振幅と遷移確率ともに解析値からのずれがおおきくなる。しかし、遷移振幅の実部と

虚部は、数値的にほぼ同オーダーを示しており、中間の時間領域（1.00(fs) <ｔ< 10.00(fs)）では遷

移振幅の虚部の符号もマイナスになっており、かなり遷移振幅の性質を再現している。 

以上の結果をもとに、遷移確率について複素時間形式で数値的に求めた値と対応する解析値との差

を、時間と温度の組に対して、絶対誤差として図 3に示した。値の正負を抜きにすれば、対角線 T = t 

上、特に( t ,T ) = (0.00, 300), (10.00, 1200)において誤差が大きくなっていることが分かる。こ

れは今回行った数値計算では時間方向と温度方向の差分ΔtとΔTの取り方にバランスの悪さが生じる

場合に対応している。すなわち t  とhβ / 2(= h / 2kT)とを差分化するのにそれぞれ 100 グリッドとい

う固定数を用いたため、t あるいはhβ / 2の大小に伴って生じる計算精度にばらつきがでたものと解釈
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できる。今後、求めたい精度を実現するために必要な差分の大きさを決めた後は、その大きさを変え

ずにグリッド数を自動的に増やすようなアルゴリズムの開発が必要であると言える。 

Ⅳ．結論Ⅳ．結論Ⅳ．結論Ⅳ．結論    

本論文では、近年、大きな研究領域となってきた凝縮系の化学反応の量子過程を取り扱うための一

つの方法論として確率過程量子化法を導入し、遷移振幅を用いた反応速度定数の表現に適用した。さ

らに確率過程量子化法を初めて複素時間形式に拡張して定式化し、有限温度下で起こる経時現象を同

時に扱える枠組みを提出した。実際、解析解の得られる調和ポテンシャルを例に、複素時間形式で現

れる連立確率微分方程式をオイラースキームで数値的に解いて、両者の一致を限定した範囲で示した。

今後、本形式で現れる遷移振幅の虚部の物理的意味の解明や“熱”平衡分布の存在証明、さらに高精

度の連立確率微分方程式の解法の開発などが課題として残されている。 
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